Relazioni fondamentali tra le diverse distribuzioni
Distribuzione di probabilità e distribuzioni statistiche (paragrafo 6.3)
Prima di intraprendere lo studio sistematico delle distribuzioni di probabilità, è opportuno chiarire la differenza fra queste distribuzioni e le distribuzioni statistiche. Esse sono infatti legate da molti aspetti comuni, come una analoga terminologia per gli indicatori di centralità e di dispersione (concetti che saranno introdotti nei paragrafi 6.8, 6.9 e 6.11) e analoghe rappresentazioni grafiche. 

Per chiarire meglio cosa si intende con i due tipi di distribuzioni, è opportuno fare un accenno alla differenza fra statistica descrittiva e statistica inferenziale. Infatti il termine stesso statistica viene usato in vari contesti e a volte, non del tutto propriamente, anche come sinonimo di probabilità. 

Senza voler entrare nei dettagli, diciamo che bisogna distinguere le statistiche, di cui si parla in continuazione, dalla statistica. Le ``statistiche'' stanno ad indicare sintesi di dati su aspetti sociali, economici, politici, geografici, e così via (``le statistiche dicono'' che ``il ...% della popolazione è ultrasessantenne'', che ``questa è l'estate più calda degli ultimi 
Con statistica si intende invece la disciplica che, in senso lato, si interessa della raccolta e l'analisi dei dati e dell'interpretazione dei risultati. In particolare, la statistica descrittiva si occupa di descrivere la massa dei dati sperimentali con pochi numeri o grafici significativi. Quindi, per così dire si occupa di fotografare una data situazione e di sintetizzarne le caratteristiche salienti. La statistica inferenziale utilizza i dati statistici, generalmente sintetizzati dalla statistica descrittiva, per fare previsioni di tipo probabilistico su situazioni future o comunque incerte. Ad esempio esaminando un piccolo campione estratto da una grande popolazione si può cercare di valutare la frazione della popolazione che possiede una certa caratteristica, ha un certo reddito, voterà per un certo candidato. 

Per quello che riguarda la teoria e la pratica delle misure, indubbiamente quella più interessante è la statistica inferenziale in quanto scopo delle misure è quello di fare affermazioni sul valore di una grandezza o sulla validità di una teoria a partire da un numero limitato di misure, effettuate con strumenti non ideali, con parametri e disturbi ambientali della cui entità non si è assolutamente certi. 

Anche la statistica descrittiva ha una sua importanza, in quanto nella maggior parte dei casi non è necessario conoscere il dettaglio di tutti i dati sperimentali raccolti per inferire qualcosa, ma spesso sono sufficienti pochi numeri nei quali i dati sono stati precedentemente sintetizzati. Quindi, lo schema di massima che si usa nella statistica inferenziale è formato dai seguenti passi: 

1. raccolta dei dati sperimentali; 

2. sintesi statistiche (statistica descrittiva); 

3. inferenza (affermazioni probabilistiche); 

Come si può immaginare, questa classificazione è artificiosa ed è difficile separare i tre stadi. Ad esempio, è difficile raccogliere dati statistici su un campione della popolazione se non si ha nessuna idea della caratteristiche della popolazione stessa (si pensi agli ``exit poll''), oppure fare delle misure i cui risultati siano utilizzabili se non si conosce la fenomenologia sulla quale si sta indagando con tutti gli effetti sistematici. Infatti, il primo punto racchiude tutta l'arte della sperimentazione, a partire dalla conoscenza della fenomenologia e degli strumenti, alla progettazione, realizzazione e conduzione dell'esperimento. Così pure, alcune grandezza di sintesi di dati statistici sono costruite già pensando ad un successivo uso inferenziale (si pensi alla deviazione standard di una distribuzione statistica calcolata dividendo la somma dei quadrati degli scarti per [image: image1.png]


invece di [image: image2.png]


). Tornando alle distribuzioni, possiamo dire che la differenza sostanziale fra i due tipi è che, mentre le distribuzioni di probabilità, fanno riferimento a variabili casuali, ovvero a numeri rispetto ai quali siamo in stato di incertezza, le distribuzioni statistiche descrivono variabili statistiche, ovvero occorrenze certe nel passato di determinati valori (o classi di valori). In sintesi: 

· le distribuzioni di probabilità associano ad ogni valore una funzione che esprime il grado di fiducia sul suo realizzarsi 

· le distribuzioni statistiche associano ad ogni valore (o classe di valori) un peso statistico pari alla frequenza relativa con cui esso si è verificato nel passato. 

Ovviamente, come le frequenze di eventi giocano un ruolo importante nella valutazione della probabilità, così le distribuzioni statistiche hanno una analoga importanza nella valutazione delle distribuzioni di probabilità, anche se, come vedremo (già a partire dal paragrafo 7.15), a nessuna persona ragionevole dovrebbe venire in mente di affermare che la distribuzione di probabilità è data esattamente dalla distribuzione statistica osservata.
Misure di centralità e di dispersione di distribuzioni statistiche 

Nel paragrafo 6.3 abbiamo chiarito quali sono le differenze e le analogie fra distribuzioni statistiche e distribuzioni di probabilità. Se con [image: image3.png]


indichiamo il generico valore della variabile (sia casuale che statistica) e, con riferimento alle distribuzioni statistiche, con [image: image4.png]


il numero di volte che si è verificato [image: image5.png]


, con [image: image6.png]


il numero totale di occorrenze e con [image: image7.png]


il peso statistico di [image: image8.png]


, si nota l'analogia 
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· come per [image: image10.png]


, vale [image: image11.png]


; 

· [image: image12.png]


indica che si crede più al verificarsi di [image: image13.png]


che al verificarsi di [image: image14.png]


; analogalmente [image: image15.png]


indica che [image: image16.png]


si è verificato più di [image: image17.png]


; 

· come analoghe misure di posizione e di dispersione si possono prendere 
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	(6.52)
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	(6.53)


· da cui segue la deviazione standard. 

· Quando ciascuna delle variabili statistiche compaiono ciascuna una volta il peso statistico è uguale per tutte [image: image24.png]


e si ottiene: 
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	(6.54)
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	(6.55)


Analogalmente a quanto visto nel paragrafo 6.13 si possono definire momenti e altri indicatori di forma. 

Siccome le strette analogie formali possono portare a confondere è opportuno fare delle osservazioni su simboli e terminologia. 

· Il termine media viene usato per entrambe le distribuzioni, ma i termini che hanno un contenuto prettamente probabilistico o inferenziale, come valore atteso, previsione o speranza matematica, hanno solo senso se riferiti a distribuzioni di probabilità; a volte ci si riferisce alla media di una distribuzione statistica con il termine media campionaria6.18. 

· La media di distribuzioni statistiche è indicata generalmente con il simbolo [image: image31.png]


; 

· I termini varianza e deviazione standard sono usati pressoché indistintamente per entrambe le distribuzioni, anche se qualcuno tende ad usare il nome scarto quadratico medio preferibilmente per le distribuzioni statistiche, o insistere sull'aggettivo campionario, o sperimentale (o empirica), quando si fa riferimento a queste ultime. 

· Anche i simboli Var[image: image32.png]


, [image: image33.png]


e [image: image34.png]


sono usati quasi indifferendemente per entrambe le distribuzioni; molto spesso le quantità statistiche sono indicate usando il simbolo [image: image35.png]


a posto di [image: image36.png]


. Inoltre, per motivi di interferenza fra statistica descrittiva, [image: image37.png]


è calcolata dividendo i quadrati degli scarti per [image: image38.png]


anziché per [image: image39.png]


(si noti come molti calcolatorini tascabili calcolano sia ``[image: image40.png]


'' che `` [image: image41.png]


'', oppure ``[image: image42.png]


'' e ``[image: image43.png]


''. Siccome questo testo non ha la velleità di imporre degli standard di notazione, ma piuttosto vuole incoraggiare il lettore ad una certa flessibilità e ad evitare la pedanteria, invitiamo soltanto a prestare attenzione a specificare chiaramente cosa si sta facendo e ad interpretare correttamente il lavoro di altri. Siccome ci occupiamo principalmente di questioni probabilistiche, per [image: image44.png]


intendiamo la deviazione standard di una distribuzione di probabilità, oppure il ``parametro [image: image45.png]


'' della gaussiana. Quando interverranno deviazioni standard su dati sperimentali o incertezze standard sul parametro [image: image46.png]


della gaussiana, cercheremo chiarire nel contesto di ogni discussione il significato dei simboli. 

Ricapitolando 

· Un numero aleatorio (o variabile casuale) rappresenta un numero ben definito, ma rispetto al quale si è in stato di incertezza. 

· Quando a ciascun possibile valore del numero aleatoria si associa un grado di fiducia si costruisce una distribuzione di probabilità. Nel caso di variabili discrete la funzione di probabilità [image: image47.png]


ha il significato di probabilità che la variabile [image: image48.png]


assuma il valore [image: image49.png]


. 

· Le proprietà delle funzioni di probabilità discendono direttamente dalle proprietà della probabilità. 

· Quando si hanno invece valori numerici associati alla frequenza con il quale essi si sono verificati nel passato si parla di distribuzione statistica. 

· La distribuzione che assegna pari probabilità a tutti i possibili valori di una variabile casuale è la distribuzione uniforme. In questo capitolo sono state mostrate soltanto quelle più semplici con valori della variabile casuale equidistanziati. 

· Nel processo di Bernoulli si definisce una variabile pari all'indicatore del contenuto di verità di un evento. Considerando più processi di Bernoulli indipendenti e definiti su eventi analoghi aventi tutti la stessa probabilità si ottengono altre distribuzioni di notevole interesse. In particolare, la distribuzione geometrica è legata numero di processo di Bernoulli nel quale si verifica per la prima volta un evento favorevole. 

· Sebbene la distribuzione di probabilità descriva completamente lo stato di incertezza ripetto al numero aleatorio, è molto pratico poter riassumere le aspettative sul verificarsi del numero in termini di previsione (il valore intorno al quale si verificherà ragionevolmente la variabile casuale) e di incertezza di previsione (caratterizzata dalla dispersione dei possibili valori intorno alla previsione). 

· È conveniente utilizzare, come definizione operativa di previsione, la media dei valori che il numero aleatorio può assumere, ciascuno pesato con grado di fiducia che gli si attribuisce (baricentro della distribuzione). 

· Valore atteso, valore aspettato, speranza matematica, (valore di aspettazione) e media sono da considerare sinonimi di previsione. Si noti inoltre che il concetto di previsione non va confuso né con quello di valore di massima probabilità (detto moda) né con quello centrale (detto mediana) che divide i valori della variabile casuale in due classi ordinate di pari probabilità. 

· Il modo ``standard'' di quantificare l'incertezza di previsione consiste nel fare uso della previsione dei quadrati degli scarti rispetto alla previsione stessa. Questo indicatore di dispersione è chiamato varianza. Per convenienza si usa la la radice quadrata della varianza, detta deviazione standard, grandezza omogena con la variabile di interesse e con la previsione e quindi più facilmente percepibile. 

· Anche le distribuzioni statistiche possono essere sintetizzate con misure di centralità e di dispersione analoghe a quelle delle distribuzioni di probabilità. Spesso nella letteratura scientifica alcuni termini e simboli vengono spesso usati pressoché indistintamente per le due distribuzioni. È opportuno abituarsi ad una certa flessibilità di simbologia, a capire dal contesto qual'è il significato esatto da attribuire alle grandezze e, infine, a chiarire cosa a cosa ci si voglia riferire se non è univoco dal contesto. 

Sintesi di una distribuzione di probabilità: previsione e incertezza di previsione (paragrafo 6.8)
La distribuzione di probabilità contiene tutte le informazioni dettagliate sullo stato di incertezza rispetto al numero aleatorio di interesse, contenendo, infatti, il nostro grado di fiducia su ciascuno dei valori che tale numero può assumere. Cerchiamo ora di definire delle grandezze che abbiano la capacità di riassumere in modo immediato e sintetico alcune caratteristiche della distribuzione. Detto alla buona, esse rispondono alla domanda: ``quali valori ci aspettiamo che si verifichino?'' Prima di mostrare i criteri per definire operativamente tali grandezze, aiutiamoci con l'intuito su alcuni esempi, al fine di capire meglio a quale domanda ``naturale'' stiamo cercando di rispondere. 

Abbiamo visto come, nel caso della distribuzione geometrica, il valore più probabile non dia l'idea dei valori che tipicamente si verificano. Lo stesso vale per l'incertezza di previsione, ovvero per la dispersione dei valori che si possono ragionevolmente presentare. Il fatto che per avere la certezza assoluta bisogna considerare un numero infinito di lanci non induce ad affermare che ``l'incertezza'' è infinita e indipendente da [image: image50.png]


. Come noto, nel caso del lancio di una moneta, una fluttuazione di tre o quattro estrazioni, rispetto alle aspettative di un circa successo ogni due, tende già ad essere considerata rara. Nel caso del singolo estratto al lotto invece, si tendono a considerare le fluttuazioni ``anomale'' quando il numero di estrazioni senza successo supera le 50-60. Ciò sta ad indicare che l'incertezza di previsione è ritenuta, nel secondo caso, dell'ordine delle decine di estrazioni. 

Facciamo un esempio con più lanci di una moneta: 

· Se lanciamo una moneta 2 volte, ci aspettiamo che il numero di volte in cui si verifica testa sarà intorno a 1. Nessuno si stupisce se esso sarà 0 o 2. Se lanciamo la moneta 1000 volte ci aspettiamo circa 500 teste, ma riteniamo molto improbabili i valori estremi di 0 e di 1000. Quindi mentre qualitativamente il primo caso può essere riassunto in una previsione di [image: image51.png]


, nel secondo caso una previsione di [image: image52.png]


è decisamente pessimistica. 

· Nel caso poi che la moneta venga lanciata invece un numero dispari di volte, ci ``aspettiamo'' un numero frazionario di successi. Ad esempio una previsione di 2.5 teste su 5 lanci rende bene l'idea, anche se nessuno penserà mai di osservare esattamente 2.5 successi! 

Ancora degli esempi ispirati alle immancabili urne: 

· Considerando un'urna contente 1000 palline di cui 500 bianche e le restanti nere. Se estraiamo, e successivamente reintroduciamo, 5 palline bianche, le nostre aspettative sul numero di palline bianche sono analoghe al caso precedente del lancio di una moneta. In particolare ci aspettiamo che le combinazioni più asimmetriche (5 bianche o 5 nere) siano le meno probabili. Per ragioni di simmetria ci aspettiamo che la probabilità massima sia per [image: image53.png]


e [image: image54.png]


. Quindi un modo alternativo di fornire la previsione potrebbe essere quello di dire ``i valori che mi aspetto di più sono 2 e 3''. In particolare, la probabilità che [image: image55.png]


sia [image: image56.png]


è uguale a quella di [image: image57.png]


(ne segue che il punto intermedio fra 2 e 3 è quello che divide i possibili valori di [image: image58.png]


in due regioni di pari probabilità). Quindi anche questi criteri indicherebbero una previsione dei valori ``fra 2 e 3''. 

· Si può però immaginare facilmente (il modo standard di fare i conti sarà mostrato parlando della binomiale) che cambiando leggermente la composizione dell'urna (ad esempio 499 bianche, poi 498, 490, etc) dapprima ci sarà una variazione brusca dell'indicazione fornita da questa definizione operativa dell'incertezza (nell'esempio fatto passerà a 2), per diventare poi largamente insensibile all'esatta composizione dell'urna, per poi subire un'altra variazione brusca verso il valore 1, e così via. 

Riassumendo: 

- 

volendo definire qualitativamente i concetti di previsione e di incertezza di previsione si può dire che6.8: 

la previsione è un parametro che indica il valore intorno al quale possa ragionevolmente verificarsi il numero aleatorio; 

l'incertezza di previsione è un parametro che caratterizza la dispersione dei valori che possono essere ragionevolmente assunti dal numero casuale; 

- 

per quanto concerne la definizione operativa di previsione, gli esempi hanno mostrato che né il valore più probabile (chiamato moda) né quello che divide i possibili valori della variabili in due classi ordinate di pari probabilità (chiamato mediana) si prestano a caratterizzare il concetto espresso; 

- 

analogalmente, associare l'incertezza all'ampiezza dell'intervallo di valori che il numero aleatorio può assumere conduce a sovrastime dell'incertezza e ad una insensibilità dal tipo di distribuzione, sia per variabili definite su un'intervallo finito che infinito. 

Inoltre: 

- 

in analogia a parametri che caratterizzano le cosidette posizione e dispersione dei numeri aleatori, ce ne sono altre che misurano la forma della distribuzione in modo più dettagliato di quanto non possa fare l'incertezza di previsione (legata alla larghezza). Ad esempio, si può essere interessati al grado di asimmetria della distribuzione rispetto al suo centro (vedi paragrafo 6.13). 

Previsione (o valore atteso) come baricentro della distribuzione (paragrafo 6.9)
Abbiamo visto nel paragrafo 2.14 come il concetto di previsione (o speranza matematica, o valore atteso) di guadagno riesca a caratterizzare un problema di decisione (ad esempio un gioco d'azzardo) senza conoscere i dettagli del problema (le regole del gioco). Possiamo estendere questo concetto alle variabili casuali e definire, in analogia della (2.17), la previsione di una variabile casuale come la somma dei valori della variabile casuale moltiplicati per la loro probabilità6.9: 
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	(6.23)


In effetti, non si tratta soltanto di una analogia formale in quanto anche nel caso della (2.17) si poteva parlare di numeri aleatori6.10 [image: image63.png]


, ciascuno con il suo grado di fiducia [image: image64.png]


. Nel seguito preferiremo indicare la previsione con il simbolo E[image: image65.png]


, che ricorda il nome ``valore atteso'' (inglese expected) e che, trattando ora di variabili casuali, non si confonde più con il generico simbolo di evento6.11: 
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	(6.24)


Per capire meglio il significato di E[image: image71.png]


, riscriviamo la (6.24) come 
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	(6.25)


(operazione consentita in quanto [image: image75.png]


), rendendo esplicito il fatto che la previsione di una variabile casuale rappresenta la media pesata dei valori delle variabili casuali, con peso pari alla sua probabilità. 

Con una espressione mutuata dalla meccanica, possiamo affermare che E[image: image76.png]


 rappresenta il baricentro della distribuzione di probabilità. Si riconosce infatti nella (6.25) la coordinata del centro di massa di un sistema di punti, ciascuno avente una ``massa di probabilità'' [image: image77.png]


. Questa constatazione è una ulteriore giustificazione dell'uso di tale definizione per quantificare il valore intorno al quale ci aspettiamo che la variabile casuale assuma il valore. Altre motivazioni che giustificano l'adozione di tale definizione operativa di previsione verranno indicate nel seguito (ad esempio paragrafi 6.5 e 10.7). 

Prima di passare alle applicazioni, ricordiamo ancora una volta che il valore atteso non corrisponde, in generale, né al valore più probabile, né a uno dei possibili valori che la variabile casuale può assumere. 

Incertezza ``standard'' di previsione (paragrafo 6.11)
Abbiamo visto come la previsione, o valore atteso, riassuma in un solo numero l'informazione relativa al valore intorno al quale crediamo che si realizzerà la variabile casuale. Ma questa previsione non ha alcun carattere di certezza e non va confusa con una predizione. Ne segue che alla previsione è necessariamente associata una incertezza di previsione, in quanto, nel caso contrario, non si potrebbe parlare di numeri aleatori. Intuitivamente possiamo dire che l'incertezza è ``grande'' o ``piccola'' se ``ci aspettiamo ragionevolmente'' valori che possono differire rispettivamente ``molto'' o ``poco'' dal valore atteso. In termini geometrici, l'incertezza è legata alla ``larghezza'' della distribuzione, misurata in qualche modo convenzionale.
Varianza e deviazione standard 

Per quantificare il concetto di incertezza di previsione riprendiamo l'esempio della distribuzione geometrica, che anche in questo caso si presta a confrontare il concetto intuitivo con la definizione operativa. Abbiamo visto che il valore atteso vale [image: image78.png]


e che la variabile può assumere un qualsiasi valore intero positivo. Questo ci mostra che, se associassimo all'incertezza di previsione l'ampiezza dell'intervallo nel quale la variabile può verificarsi, questo sarebbe lo stesso (e per lo più di ampiezza infinita) per qualsiasi [image: image79.png]


. Ciò contrasta con l'idea intuitiva che la previsione del numero di prove per avere testa nel lancio di una moneta sia meno incerta del numero di settimane che bisogna attendere affinché esca un prefissato numero in una certa ruota del lotto. 

Per arrivare alla definizione operativa, utilizziamo il concetto intuitivo secondo il quale se la previsione è ``buona'' (``poco incerta'') ci aspettiamo piccoli scarti fra il valore che si verificherà e la previsione stessa, ove per scarto intendiamo 
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   E[image: image81.png]


 

Se invece la previsione è ``cattiva'' (``molto incerta'') ci aspettiamo grandi scarti. Quindi una possibile misura dell'incertezza di previsione potrebbe essere il valore atteso dei possibili scarti dalla previsione stessa6.14, E[image: image82.png]


. Si può facilmente dimostrare come questa grandezza non sia adatta a misurare l'incertezza di previsione, essendo identicamente nulla per qualunque distribuzione: 
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La ragione è dovuta al fatto che gli scarti positivi ([image: image85.png]


) sono compensati - in peso - da quelli negativi ([image: image86.png]


), anche se essi differiscono in numerosità (la distribuzione geometrica ne è un buon esempio). 

Si potrebbe quindi provare con il valore atteso del modulo degli scarti. Tale quantità è in linea di principio accettabile, ma in pratica si preferisce il valore atteso del quadrato degli scarti perché, per dirla alla buona, è più comodo lavorare con i quadrati che con i moduli. Inoltre la quantità che ne risulta è - come vedremo fra breve - formalmente coniugata al valore atteso come il momento di inerzia lo è rispetto al baricentro. Infine, la grandezza risultante gode di proprietà generali molto interessanti e molto interessanti ai fini delle applicazioni (vedi paragrafo successivo e capitolo 10.) 

Il valore atteso dei quadrati degli scarti è più spesso chiamato varianza ed è indicato dal simbolo [image: image87.png]


(o semplicemente [image: image88.png]


se non ci sono ambiguità): 

	[image: image89.png]


   Var[image: image90.png]


   E[image: image91.png]



	(6.33)


Come si vede dalla definizione, la varianza è pari alla media dei quadrati degli scarti, ciascuno pesato con la probabilità che ad esso si attribuisce (si ricorda che la probabilità di [image: image92.png]


è uguale a quella di [image: image93.png]


). Esplicitando l'operatore valore atteso otteniamo la seguente definizione operativa: 
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	(6.34)


Dividendo il secondo membro per [image: image97.png]


, otteniamo 
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dalla quale è evidente l'analogia meccanica con il momento di inerzia del sistema di punti ciascuno avente una ``massa di probabilità'' [image: image101.png]


. 

Questa grandezza caratterizza la dispersione dei valori che possono verificarsi intorno a quello di previsione, ma ha l'inconveniente di non essere facilmente percepibile a livello intuitivo, non essendo omogenea alla previsione stessa. Si preferisce allora introdurre la deviazione standard, o scarto quadratico medio, definita come la radice quadrata (positiva) della varianza: 
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	(6.35)


Quindi nel seguito associeremo il concetto qualitativo di "incertezza", quello operativo di incertezza standard, legato alla deviazione standard della distribuzione di probabilità. 

In conclusione, il modo di riassumere sinteticamente lo stato di incertezza su un numero aleatorio consisterà in una affermazione del tipo: 

	``previsione[image: image103.png]


   incertezza standard''[image: image104.png]



	(6.36)


o, in simboli: 
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Come è noto nella vita quotidiana, quello che spesso interessa non è tanto l'entità dell'incertezza di previsione, quanto il suo valore rapportato a quello della previsione stessa. Ad esempio un'incertezza di 10 cm è enorme se riferita alla lunghezza di tavolo, piccolissima se riferita alla distanza fra due specchi distanti 10 km. La qualità della previsione è quantificata quindi dall'incertezza relativa (spesso espressa come percentuale). Essa è quantificata dal coefficiente di variazione, definito come 
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dove il modulo serve a poter utilizzare la stessa definizione indipendentemente dal segno della previsione. 

A volte può essere opportuno aggiungere qualche altra grandezza che quantifichi in qualche modo convenzionale la forma della distribuzione, come può essere il grado di asimmetria fra le aspettative di scarti positivi rispetto a scarti negativi (vedi paragrafo 6.13).
Momenti di una distribuzione e altri indicatori di forma (paragrafo 6.13)
Abbiamo visto come valore atteso e varianza di una distribuzione di probabilità hanno una analogia formale con il baricentro e il momento di inerzia di una distribuzione di punti materiali. Allo stesso modo, Si può definire nel modo più generale 

E[image: image109.png]


 

il momento di ordine r di [image: image110.png]


rispetto a c. 

Se [image: image111.png]


è pari a zero si parla semplicemente di momento di ordine [image: image112.png]


. In termini di momenti il valore atteso e la varianza hanno le sequenti definizioni: 

· il valore atteso è pari al momento primo di [image: image113.png]


; 

· la varianza è pari al momento secondo di [image: image114.png]


rispetto a [image: image115.png]


. 

Accenniamo ad altri due momenti che possono essere utili per quantificare la forma della distribuzione, anche se non ne faremo alcun uso per quanto riguarda le applicazioni. Per convenienza essi sono divisi per una potenza di ordine [image: image116.png]


della deviazione standard, scala tipica degli scarti. 

· la skewness, definita come 

[image: image117.png]



misura il grado di asimmetria della distribuzione rispetto alla media. Infatti, nel caso di distribuzione simmetrica la previsione degli scarti (con segno) è nulla. 

· La curtosi, definita come 
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indica quanto una distribuzione è ``aguzza''. Un valore grande sta ad indicare che è molto probabile trovare la variabile casuale entro circa [image: image119.png]


dalla media e, nello stesso tempo, sono possibili grandi valori dello scarto (i quali danno un contributo a E[image: image120.png]


 maggiore di quanto lo diano a [image: image121.png]


). 

Per capire le informazioni complementari fornite dai vari momenti, si possono considerare queste due semplici distribuzioni: 

1. [image: image122.png]


: [image: image123.png]
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; 

2. [image: image125.png]


, con [image: image126.png]


, 4, 5, 5, 6 e 9.35. 

Esse hanno stesso valore atteso ([image: image127.png]


), deviazione standard ( [image: image128.png]


) e skewness (uguale a 0, in quanto entrambe simmetriche rispetto al baricentro). Differiscono solo per la curtosi, uguale a 1.8 nella prima (uniforme) e 2.8 nella seconda (costituita da quattro valori valori raggruppati e da due ``lontani'').
